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Psychologia poznawcza

Jak dziata umyst?
Jako catos¢
Jako wyspecjalizowane moduty (pamie¢, uwaga)

Naturalne ograniczenia umystu
(De)koncentracja uwagi
Pojemnos¢ pamieci operacyjnej) roboczej
Ograniczona racjonalnosc¢

Umyst a codzienne czynnosci poznawcze
Czytanie, pisanie, mowienie, stuchanie
Planowanie
Decydowanie
Liczenie



Skad umyst?

Ewolucyjne pochodzenie umystu
Nie rozwinat sie do uprawiania matematyki (filozofii itd.)
Ale rozwinat sie do ,uzytecznych” czynnosci, takich jak
Kategoryzowanie
Liczenie

Gdy juz sie rozwinat, okazat sie niezwykle sprawny w czynnosciach
wymagajacych abstrakcji

Dlaczego? Maszyna ogolnego zastosowania czy wyspecjalizowane
moduty?

Umysty ,,innych zwierzat”

Umysty dzieci



Protomatematyka

,Jako istoty ludzkie rodzimy sie wyposazeni w
liczne intuicje dotyczqce liczb, zbiorow, wielkosci
ciggtych, iteracji, logiki czy tez geometrii
przestrzeni”.

,Poniewaz ludzki genom rozwingt sie w trakcie
milionow lat ewolucji, prawdopodobnie dzielimy te

wrodzone zdolnosci protomatematyczne z innymi
gatunkami zwierzecymi”.

Stanislas Dehaene (1997)



Czy zwierzeta liczg?

Samotna lwica styszy (nagrany) ryk trzech innych
lwic
1:3

Ta sama lwica w towarzystwie trzech sidstr styszy
ten sam nagrany ryk trzech Iwic

4:3



Czy zwierzeta liczg?

Samotna lwica styszy (nagrany) ryk trzech innych
lwic

1:3

Wycofuje sie

Ta sama lwica w towarzystwie trzech sidstr styszy
ten sam nagrany ryk trzech Iwic

4:3
Eksploruje



Szybkie szacowanie (subitizing)

Kiedy drapiezny ptak atakuje stado mniejszych ptakow?




Szybkie szacowanie (subitizing)

Kiedy drapiezny ptak atakuje stado mniejszych ptakow?

n=4

[

Ludzie tez szybko szacujg (bez liczenia) wartosci w przedziale

1<n<4
Dlaczego?
Jeden wiadomo
Dwa tworzg odcinek
Trzy tworzg odcinek lub trojkat

Cztery tworzg odcinek, trojkat lub czworokat



Szybkie szacowanie u dzieci

Lalki wchodz3 za parawan
1 lub 2

Parawan sie unosi:
Lalek jest tyle, ile powinno
Lalek jest o jedng wiecej lub mnigj

Obserwujemy czas koncentracji wzroku

Dzieci dtuzej wpatrujg sie w cos, co nie ma prawa sie
zdarzyc
Niewtasciwa liczba lalek po odstonieciu parawanu

(Wynn, 1992)



Gdzie jest wiecej kamieni?
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Gdzie jest wiecej kamieni?
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SZYBKIE SZACOWANIE WARTOSCI ZNACZNIE
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Porownywanie zbioréw przez gotebie

Gotebie uczono Test Stimuli

dziobac¢ wiekszy zbior

kropek (dostawaty
wtedy pokarm)
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Poréwnania parami

1:2, 2:3, 3:4, 4:5, 5:6,
6:7, 7:8

Kontrolowano poziom
jasnosci bodzcow
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% correct choices

Szacowanie powyzej poziomu
przypadku az do 6:7
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humerosity combinations



Pierwotne intuicje matematyczne

Poczucie liczby

Poczucie relacji
Proporcja
Wiekszy/mniejszy

Ucielesnienie (embodiment)

Ciato jako wehikut poznania abstrakcyjnego



Przyktady ucielesnienia poznania
matematycznego

Przestrzenne kodowanie wielkosci (SNARC)
Mate: lewa strona (lub doét)
Duze: prawa strona (lub goéra)

Przestrzenne kodowanie czasu (STARC)
Wczesniej lub krotkie: lewa strona lub tyt
Pdzniej lub dtugie: prawa strona lub przod



SNARC

Operacje na liczbach Operacje na zbiorach
— np. czy jest parzysta * np. ktory jest wiekszy
— zbidr 1-4 versus 6-9 e Liczba Webera
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(Cipora et al., 2015)




Czym jest matematyka?

Matematyka to umiejetnosc (sztuka) liczenia?
Liczg juz zwierzeta (subitizing)
Zawodowi matematycy nie zawsze dobrze liczg!

Matematyka to uniwersalny jezyk

Abstrakcja

Symbole
Zbiory

Reguty
Heurystyki (np. operowanie analogia)
Operowanie przestrzenig



Matematyka to ABSTRAKCJA



TWORZENIE ZBIOROW

ABSTRAHOWANIE
VS
USZCZEGOLOWIANIE

Matematyk, ktory umie tylko ugélniac’,
jest jak matpa, ktora potrafi tylko wspinac
sie w gore

George Polya



Kategorie konkretne a kategorie
abstrakcyjne

Czerwone jabtko
Jabtko =2 owoc = cos zywego
Cos czerwonego
Z innej beczki:
punkt, linia, ptaszczyzna

prostokat, kula, sfera
dziedzina funkcji



Typowe btedy

Btad inkluzji zbiorow

Podzbiory sg traktowane jak zbiory odrebne
,Moglibysmy mieszkac jak ludzie”
,Badz cztowiekiem”

Btad rzekomej tozsamosci zbiorow

Relacja zbior-podzbior jest traktowana jak relacja
tozsamosci

Wszystkie psy majqg cztery tapy

Mam cztery tapy (mysli kot)

Wiec jestem psem!



Inkluzja klas

B BB BB
CCC

Czy wiecej jest:
Krow biatych czy krow czarnych?
Krow biatych czy krow?

Biatych krow, ktore sie pasg, czy krow, ktore sie
pasy”?

Jean Piaget



Zachowanie statosci

Statos¢ liczby (6-7) Statos¢ dtugosci (6-7)
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Statos¢ masy (8-9)
Statosc¢ objetosci (7-8)
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Whniosek

Umyst ludzki nie najlepiej radzi sobie z abstrakcja
Do 6-7 roku zycia mamy problem z elementarng logika

Miedzy 7 a 12 rokiem zycia mamy problem z
abstrahowaniem

Trudnosci w abstrakcyjnym mysleniu wystepujg u
wiekszosci ludzi przez cate zycie

Jak to pogodzi¢ z koniecznoscia
. : ABSTRAHOWANIE
Uprawiania matematyki? Ue
Nauczania matematyki? USZCZEGOLOWIANIE



Matematyka to REGULY



Reguty logiczne
(potrzebne w dowodzeniu twierdzen)

Jeslip to g

p
wiec q

Jeslip to g
nieprawda, ze q

wiec nieprawda, ze p



Jak to jest w nauce?

Jesli TEORIA to FAKT

TEORIA
Wiec FAKT  (bez sensu, tego nie
potrzebujemy)

Jesli TEORIA to FAKT
FAKT

Wiec TEORIA (bez sensu, to rozumowanie jest
btedne)



Weryfikacja hipotez naukowych

Jesli TEORIA to FAKT
Nie FAKT

Wiec NIE TEORIA (falsyfikacja, wiedza
negatywna)



Jak uzyskac¢ wiedze pozytywng?

Jesli TEORIA to FAKT
Jesli NIE TEORIA, to FAKT ALTERNATYWNY

NIE TEOR
Nieprawd

Nieprawd

A = hipoteza zerowa
a, ze FAKT ALTERNATYWNY
a, ze NIE TEORIA

(Odrzucamy hipoteze zerowg jako mato
prawdopodobng, p<0,05)

Wiec TEORIA (dowod nie wprost)



Weryfikacja hipotez poza nauka

Jesli kocha, to nie zapomni o rocznicy
Nie zapomniat(a)
Wiec kocha

BtAD W ROZUMOWANIU!

Jesli kocha to nie zapomni o rocznicy
Zapomniat(a)
Wiec nie kocha

ROZUMOWANIE POPRAWNE!



Btedy w rozumowaniu
e Skad wynikajg?

e Brak kompetencji
e Tendencyjnosc
o Wptyw tresci i kontekstu



TendencyjnosS¢ w rozumowaniu

Systematyczne btedy

Uniwersalne
Typowe dla wiekszosci ludzi

Pojawiajg sie w charakterystycznych momentach
procesu myslenia



Przyktady tendencyjnosci

Efekt konwersji przestanek Efekt atmosfery
e Wszystkie A sqg B o Wszystkie A sq B
 Wiec wszystkie B sq A e Wszystkie Csqg B

o Wiec wszystkie A sq C
o Wszystkie psy sq kudfate

o Wszystkie kudtacze sq e Wszystkie wroble sg
psami? ptakami

Wszystkie sikorki sqg ptakami

o Wiec wszystkie wroble sq
sikorkami



Dlaczego tak tatwo sie pomylic?

Wszyscy uczeni sq dobrze wyksztatceni
Wszyscy eksperci sq dobrze wyksztatceni
Wiec wszyscy uczeni sq ekspertami

Whiosek prawdziwy ,sam w sobie” sprawia
wrazenie, jak gdyby byt poprawny logicznie



Wason: zadanie selekcyjne

AlG 69




Typowe wyniki badan

Jesli G, to liczba nieparzysta

G 89% (dobrze)
S 62% (zle)
6 25% (dobrze)
A 16% (zle)

Jesli H,, to wynik X. Stwierdzam nie X. Zatem nie
H,



Wersja realistyczna

Wyobraz sobie, ze jestes policjantem na stuzbie. Twoja
praca polega na kontroli respektowania
obowiqzujgcych norm. Karty lezgce przed tobg
zawierajq informacje o czterech osobach siedzgcych
przy stole. Na jednej stronie karty podany jest wiek
osoby, a na drugiej stronie — co dana osoba pije.
Obowigzuje nastepujgca requta: Jezeli ktos pije piwo,
to musi miec¢ ukonczone 18 lat. Wskaz karte albo
karty, ktore koniecznie musisz odwrocic, aby ustalic,
czy reguta zostata naruszona.



Wvyniki w wersji realistyczne;

73% podaje poprawne odpowiedzi

Nikt nie podat poprawnego rozwigzania w wersji
abstrakcyjne;

Efekt materiatu tematycznego



Whniosek

Ludzie majg powazne problemy z regutami
logicznymi

Problemy te malejg, gdy materiat jest konkretny

Problemy te mogg znikna¢, gdy zaangazowany
jest interes osobisty

Bedziesz mogt pograc, jak posprzgtasz pokoj



Matematyka to HEURYSTYKI



f?i

Matematykiem jest, kto umie znajdowac analogle
miedzy twierdzeniami, lepszym - kto widzi analogie
miedzy dowodami, jeszcze lepszym - kto dostrzega
analogie miedzy teoriami, a mozna wyobrazic sobie
| takiego, co widzi analogie miedzy analogiami

Stefan Banach



Dlaczego nie mozna dzieli€ przez zero?

Bo nie! (taka jest zasada)
Nawet kalkulator tego nie potrafi

W1tasciwie nie wiadomo

(Tym bardziej, ze mozna mnozyc¢ przez zero)



Dwa modele umystowe dzielenia

Sprawiedliwy podziat
Jak podzieli¢ osiem jabtek na cztery osoby?

Jak podzieli¢ osiem jabtek na zero osob?
Nie wiadomo
Problem pozostaje umystowo nieuchwytny

Wypetnianie duzej rzeczy matymi rzeczami
lle jabtek mozna wtozy¢ do wydrgzonej dyni?
lle niczego mozna wtozy¢ do wydrazonej dyni?

Nieskonczenie wiele, albo ile chcesz
Od razu widac nonsens

(Sarina & Namukasa, 2010)



Uzyteczne analogie

Rownanie jest jak dwie szalki wagi
53=5x%x5x5

53 # 3>




Matematyka to
OPEROWANIE PRZESTRZENIA



Badania: rotacje mentalne

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Degrees of rotation



analiza sensoryczna
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imagen - : | logoge
kot relacja referencyjna 1 kot
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logogen
zwierze
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pies referencyjna logoge
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imageny -
bez nazwy logogeny stow
abstrakcyjnych

wyjscie systemu

obrazowego wyjScie systemu

werbalnego
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PROBLEM
ROWNOLEGtOBOKU
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Pole =
Podstawa X Wysokos¢

Podstawa = ?
Wysokos¢ = ?



N

Vv

Pole =
Podstawa X Wysokos¢

Podstawa = b-a
Wysokosc = a
P=(b-a)xa=aXb-—
a2
Sumapdl=a?+axb—
a’?=axb



Suma pol

Pole dwb6ch
trojkgtow
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Pytania

Ktory sposob lepiej uczy matematyki?

Ktory sposob lepiej rozwija umyst?



Whioski ogblne

Wiedza o umysle moze pomoc w zrozumieniu
Jak ludzie uprawiajg matematyke
Jak sie jej ucza
Dlaczego czasami majg z tym problem

Umyst nie rozwinat sie jako ,maszyna ogodlnego
zastosowania”, lecz jako zbiér modutow

Przy tym jest wyposazony w zdolnosci i intuicje
protomatematyczne

Wykorzystujmy je w dydaktyce matematyki!
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